
   Rev. Ivoir. Sci. Technol., 27 (2016)  39 - 55 39 
ISSN 1813-3290, http://www.revist.ci 

 

Omar  BAZ 

BIFURCATION ET ÉLASTICITÉ RETARDÉE 

 

Omar  BAZ 

 

Laboratoire IRF-SIC, Université Ibn Zohr Agadir, Maroc 

 

____________________ 
* Correspondance, e-mail :  o.baz@uiz.ac.ma 
 

 

RÉSUMÉ 

 

Le phénomène de flambement des structures viscoélastiques, en supposant que 

le système étudié n'abandonne pas sa position initiale jusqu'à un instant T fini, 

a fait l'objet de plusieurs recherches. A chaque problème viscoélastique linéaire 

à mémoire longue, de type solide, on associe un problème d'élasticité 

instantanée et un problème d'élasticité retardée. Dans ce travail on a montré 

l'existence de branches bifurquées même si le chargement n'atteint pas la 

charge critique instantanée en supposant que le système peut être or de son état 

naturel en moins l'infini. 

 

Mots-clés : bifurcation, viscoélastique, élasticité retardée, charge critique, 

flambage. 

 

ABSTRACT 
 

 Bifurcation and delayed elasticity 
 

The buckling phenomenon viscoelastic structures, assuming that the system 

under study does not abandon its original position until a time finished T, was 

the subject of several studies. Each linear viscoelastic problem long memory, 

solid type, we associate a problem of instantaneous elasticity and retarded 

elastic problem. In this work we showed the existence of bifurcated branches 

even if the load does not achieve instant critical load assuming that the system 

can be gold to its natural state within infinity. 

 

Keywords : bifurcation, viscoelastic, elasticity delayed, critical load, 

buckling. 
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I - INTRODUCTION 

 

Les matériaux envisagés dans ce document ont un comportement 

viscoélastique linéaire à mémoire longue de type solide [1, 2] : à chaque instant 

t les contraintes sont des fonctions de toute l'histoire des déformations. A 

chaque problème viscoélastique linéaire à mémoire longue, de type solide, on 

associe deux problèmes d'élasticité linéaire : un problème d'élasticité 

instantanée [3] et un autre d'élasticité retardée. Dans un grand nombre de cas 

intéressants pour les applications, la transformation de Laplace ramène le 

problème viscoélastique à un problème de même forme que celui d'élasticité. 

Après résolution de celui-ci, la transformation inverse permet le passage à la 

solution du problème viscoélastique. Ce procédé n'est pas valable si la forme 

des conditions aux limites change avec le temps, ou si les équations d'équilibre 

ne sont pas linéaires. C'est le cas dans les problèmes de contact ou dans le 

phénomène de bifurcation. C'est l'étude de ce dernier phénomène qui est 

envisagé dans ce travail. Le problème de flambement d'une tige, ayant un 

comportement viscoélastique linéaire à mémoire longue, de type solide a été 

étudié par [4], puis par [5]. Ils ont montré, notamment, en supposant que la tige 

était dans son état naturel jusqu'à un instant T, que les charges critiques sont 

celles du problème d'élasticité instantanée et que même si le chargement reste 

constant ou décroit légèrement après avoir atteint la charge critique 

instantanée, il y a encore bifurcation. Ces résultats font l'objet du théorème 2. 

On se propose d'étudier le rôle d'élasticité retardée. On a ainsi deux possibilités, 

soit prendre l'instant de flambement comme origine du temps et étudier le 

comportement du système en plus l'infini, soit de supposer que le système peut 

abandonner sa position initiale depuis moins l'infini, et s'intéresser au problème 

de bifurcation selon le type du chargement et sa valeur par rapport aux charges 
critiques retardées. C'est la deuxième hypothèse qui est envisagée dans ce travail. 

 
 
II - MÉTHODOLOGIE : MISE EN ÉQUATION DU PROBLÈME 
 

Pour simplifier les notations qui sont compliquées dès qu'on abord le 
phénomène de flambement, on se limite au système viscoélastique de liberté un. 

 
II-1. Description du modèle : Système viscoélastique de liberté un 

 

On considère le système mécaniquement constitué de deux barres rigides, 

identiques AC et CB de même longueur l. Les deux barres reliées au point C 

par une "articulation de type viscoélastique" (un couple de rappel de type 

viscoélastique).  
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Figure 1 : Système de liberté un 
 

Dans la configuration naturelle du système, l’articulation C n’exerce aucun 

couple sur les deux barres. On suppose que : 

 H1) Initialement A, C et B sont sur le même axe (A, 
1

e


 ) avec          

(A, 
1

e


, 
2

e


, 
3

e


) est un repère orthonormé;  

 H2) L’extrémité B est guidée sans frottement sur l’axe (A, 
1

e


)          

( appui sur rouleaux); 

 H 3) L’extrémité A est fixée (appui fixe);  

 H4) Les efforts extérieurs qui s’exercent sur le système sont réduites à 

une charge axiale dépendante du temps - p (t)
1

e


 appliqué à l’extrémité B.  

 

On suppose connu l’évolution du chargement p(.), on se propose d’étudier les 

déformations du système dans une évolution quasi-statique. 

 

II-2. Equation d’équilibre 
 

En vérité, l’équation du problème est obtenue en écrivant l’équilibre des forces 

sur la configuration déformée. Pour tout t élément de R , on définit : 
 

 

 

 

 
 

  (t): l’angle (
1

e


, CA


), qui caractérise les déformations du système, 

en supposant que celles-ci ont lieux dans le plan (A, 
1

e


, 
2

e


);  

 M(t) : la composante sur 
3

e


 du couple de rappel.  

Sous les hypothèses H1) à H4) le théorème des moments appliqué au système 

dans une évolution quasi-statique conduit à l’Equation suivante :  
 

)()(1=)( tsintptM    (1) 
 

II-3. Loi de comportement [2] [6] [7] [8] 
 

On considère une loi de comportement viscoélastique linéaire à mémoire 

longue de type solide et on pose :  
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dssstgltltM
t

)()()(=)(      
(2) 

 

ou g est une fonction définie sur 
R , positive, continue, décroissante, ayant 

zéro pour limite en   (mémoire évanescente). 

 

Le fait que le comportement est de type solide se traduit par :  

1=)(
0

dssg


 et 10   .  

Si )(=)(0,= tltM   correspond à un comportement élastique, avec,   est 

la première charge critique d’élasticité instantanée [3], on parle ainsi 

d'élasticité instantanée. Imaginons qu’on impose une déformation  
 















 0,

0<0

=)(

tsiconstante

tsi

t



  

 

alors, pour 0t , on a :  

 







  dssgltM

t

)(1=)(
0

 

Il est clair que  )(1==)(lim 




lMtM
t

. Cette Equation décrit un 

comportement dit d’élasticité retardée. Le coefficient d’élasticité retardée est 

ainsi donné par :  
 

)(1=  
T   (3) 

 

II-4. Equation du problème 
 

Supposons connue l’évolution du chargement p(.), et compte tenu des relations 

(1) et (2) on obtient l'Equation de bifurcation suivante 

 

)()(=)()()( tsintpdssstgt
t

   

  (4) 

où   est le coefficient d’élasticité instantanée, g est la fonction de mémoire 

et 10   . 
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III - RÉSULTATS ET DISCUSSION 
 

III-1. Le problème de M E GURTIN [4] 
 

Remarquons que 0 , est la solution triviale de l'Equation (4). Si on 

linéarise (4) autour de 0 , on a alors, 
 

)()(=)()()( ttpdssstgt
t

   

   (4') 

 

On suppose que le système est dans son état naturel jusqu'à un instant T que 

l'on prend comme origine du temps :  0=)(,0 tt   et on applique 

brusquement , à l’origine, un chargement constant : 

 









 0

0<0

=)(

tsiP

tsi

tp  

 

l'Equation (4') devient :  
 

)"(4)(=)()()(
0

tPdssstgt
t

     (4'') 

 

[4] a montré que l'Equation (4") n'a pas d’autre solution continue que la 

solution triviale indépendamment de la valeur donnée du chargement P. On 

suppose que le système a pu abandonner sa position naturelle de puis moins 

l'infini et on se propose d'étudier l'existence de solutions du problème linéarisé, 

autres que la solution triviale, en appliquant un chargement supérieur à la 

charge critique retardée )(1=  
T

 toue en restant inférieur à celle 

d'élasticité instantanée  , on a alors le résultat énoncé par le théorème suivant : 

 

Théorème 1  
 

S’il existe R
0

t  et 0>  tels que:  
T

tptt =)(],]
0

, alors, le 

problème linéarisé (4") admet une famille de solutions non identiquement 

nulles de la forme:  

 

*

)0(

,=)( R


HHet

t
g





  

 

Donc, au moins pour ce type de chargement le problème linéarisé admet une 

famille de solutions non identiquement nulles et ayant zéro comme limite en 

moins l'infini. 
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Preuve du Théorème 1 
 

Sous l’hypothèse du théorème 1, l’Equation (4') s’écrit : 
 

],]),()(= )()()(
0

tttdssstgt
T

t

  

  

 

ou encore compte tenu de l'Equation (3) :  
 

],]0,= )()()()(
0

ttdssstgt
t

  


 

(5) 

 

Par dérivation de l'Equation (5) on a : 
 

],], )()0()(')(
0

tttgt    
 

Cette dernière Equation différentielle a pour solution :  
 

.,=)(
*

)0(

R


HHet

tg





  
 

et comme  
T

tptt =)(],]
0

, il est clair que:  

 

0
)0(


 

 g

 et par suite 0lim=)(lim

)0(






t
g

tt

Het




  d'où la conclusion. 

 

III-2. Le problème F MIGNOT & J P PUEL [5] 
 

On pose 
Tt

etg
/

=)(


 avec T est le temps de relaxation qu’on ramène à l’unité 

par un changement d’échelle. En supposant que 0=)( t  et p(t) = 0 pour les t 

négatifs (le système est dans son état naturel sans aucun chargement pour les t 

négatifs) dans l’Equation (4), celle-ci devient : 
 

(6))()(=)()(
0

tsintpdsseet
s

t
t

 


   (6) 

 

L’Equation (6) est de même type que celle qui a gouverné les travaux de [5] 

dans le cas d’une tige viscoélastique dont on rappelle les principaux résultats 

par le théorème suivant :  
 

Théorème 2 :  

 

Soient p(.) un chargement continu, et 0T . On suppose que : 

 (M1) 0 t , p(t) = 0 et  (t) = 0 ; 

 (M2) [[0, Tt  , p(t)   (   étant la charge critique instantanée) ; 
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 (M3) =)(Tp  pour la première fois, 

 (M4) Pour tout t dans un voisinage de T, on pose : 
 

)()()-(=)(
2

1
TtQTtpTttp  . 

 

Sous les hypothèses (M1) et (M2) 0  est l’unique solution de             

l’Equation (6) continue sur [[0, T .Sous les hypothèse (M1) à (M4) on a les 

résultats suivants selon les valeurs de 
1

p . Si 
1

0 p , alors, l’Equation (6) 

admet une branche bifurquée définie au voisinage de Tt =  par :  
 

 
6

=,
3

32
=,)(1)(=)(

2

1

11/21/2 





 









 


 P
CavecTtoeTtCt

t  

 

Si 0
3

2

1
 p , alors , l’Equation (6) admet une famille infinie de 

branches bifurquées de la forme , pour t voisin de T 
 

 
6

=,
3

32
=,)(1)(=)(

2

1

11/21/2 





 









 


 P
CavecTtoeTtCt

t  

et  

  0,)(1=)(
)(1

1












  












aveceTto

Tt
t

Tt
P

P

 

 

Si 
3

2

1
p  alors , 0  est la seule solution continue de l’Equation (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2 : Bifurcation selon les valeurs du chargement 

elle résume le Théorème 2 

 

En d’autres termes : pour tout chargement continu, appliqué durant une 

"période finie" sans atteindre la charge critique instantanée, il n’y a pas de 

flambement du système. Ce résultat est connu déjà en élasticité. La nouveauté 
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dans ces travaux est l'existence de branches bifurquées même si le chargement 

devient inférieur à la charge critique instantanée après l'avoir dépassé. 

 

III-3. Bifurcation dans un voisinage de   relativement à la charge 

critique retardée. 
 

Notre objectif est d’étudier les possibilités du flambement du système autour 

de sa configuration naturelle. On reprend l’Equation d’équilibre donnée par la 

relation (4) et on suppose que la fonction de mémoire décroit 

exponentiellement dans le temps [7] (
t

etg


=)(  " le temps de relaxation étant 

l’unité"), c’est ce qu'on trouve généralement dans la pratique, on obtient :  
 

)()(= )()( tsintpdsseet
s

t
t

  


  (7) 

 

Remarquons que dans l'Equation (7) la structure d’être hors de sa 

configuration naturelle depuis =t . Il est claire que la fonction 0  est 

une solution de (7) indépendamment des valeurs de p(.). Dans la suite on se 

limite à la recherche de solutions continues et non identiquement nulles de (7) 

telles que: 2/)(0  t .  

 

Théorème 3  
 

Soient p(.) un chargement continu, T un nombre réel ,   un réel positif et 

R
1

T  1
TT   tels que : 

 (M5) Tttp
T

 ,)(   ( )1(  
T

,   étant la charge 

critique instantanée) 

 (M6) )( tp  , ],[
1

TTt   ; 

 (M7)  <)(=)(
2

tqeetp
tt

T
  ; 

 0>0 (.)   ],]  etborneeqavecTt  . 

 

 Sous l'hypothèse (M5), on a alors, toute solution continue de (7) ayant 

zéro comme limite en  , est identiquement nulle sur [,] T . 

 ii) Sous les hypothèses (M5) et (M6), 0  est la seule solution 

continue de (7), ayant zéro comme limite en  . 

 iii) Sous l'hypothèse (M7), l'équation (7) admet une famille de branches 

bifurquées de la forme:  

. ,
)(

=)(
*

2
R



















K
e

e

e
Kt

t

t

t








  
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On a donc l'absence de bifurcation pour tout chargement inférieur à la charge 

critique retardée, même si celui-ci est appliqué depuis moins l'infini. D'autre 

part si un chargement appliqué depuis moins l'infini est supérieur tout le temps 

à la charge critique retardée sans atteindre la charge critique instantanée, on a 

une famille de branches bifurquées. On retrouve le résultat du cas élastique 

mais avec le chargement critique retardée. 

 

III-4. Démonstrations 
 

Preuve du Théorème 3 i) 
 

p(.) étant continu et par hypothèse T un élément de R  tel que : 
 

].,],)( Tttp
T

   
 

Compte tenu du fait que |)(|)(|)()(| ttptsintp    , de (7 ) on a alors :  
 

dssetete
s

t
t

T

t
|)(||)(|)(|)(|   

  

 

ou encoure:  
 

dseste
s

t
t

 |)(||)(| 



  

   

 

(8) 

 

D’autre part si (.)  est continue, ayant zéro comme limite en  , il existe 

],]
0

Tt   tel que: |)(|sup=|)(|
]

0
,]

0
tt

tt




. Si (.)  n’est pas identiquement 

nulle on a alors, 0|)(|
0

t  et compte tenu de cette information dans 

l’Equation (8), on tire:  |)(||)(|
00

tt 






  et comme 0  alors, on a:  

1<1





   ce qui est impossible, donc 0.=|)(|

0
t   

 

Preuve du Théorème 3 ii) 
 

Par hypothèses (M1) et (M2) il existe R
1

T , tel que 

];[.<)(
1

TTttP   , ce qui implique que l'équation (7) s’écrit, 

];[
1

TTt   :  

 

dssetsintpedssete
s

T
ts

t

T

t
 )(=)()( )()(   

  
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D’après le Théorème 3 i), la seule solution continue ayant zéro comme limite 

en   est la fonction identiquement nulle sur ];] T ; et par suite on a : 
 

0=)()( )()( tsintpedssete
ts

t

T

t
    

 

Il suffit de prendre l'instant T comme origine du temps pour retrouver 

l'équation du problème de F. Mignot et J.P. Puel et reprondre la démonstration 

du théorème 1 pour conclure. En effet : compte tenu de la continuité de p(.) et 

du fait que <)( tp  d’une part et du fait que: |)(|)(|)()(| ttptsintp    

d’autre part,il existe 0>  tel que :  
 

].,],|)(|)( |)(||)(|
1

TTttedssete
ts

t

T

t
    

d'où : ].,], |)(||)(|
1

TTtdssete
s

t

T

t
  




  

 

On applique le lemme de GRONWALL à cette dernière inégalité pour 

conclure.  
 

Preuve du Théorème 3 iii) 

 

La démonstration de ce théorème est plus longue et plus technique; elle résulte 

des quatre propositions suivantes.Pour la suite on suppose que :  

 

)(=)(],,],
00

tqeetpttt
tt

T
 R

 
(9) 

avec, 
 R  et q(.) est bornée sur ],]

0
t   

 

Proposition I 
 

Sous l’hypothèse (9), ],,]
0

tt   l’équation(7) est équivalente à :  
 

0=)()(
10

tFF 
  

(10) 

 

dsseteetF
s

t
tt

 )()()(=))((
0

  

  (11) 

)].()()[()()(=))((
3

1
ttsintpettqetF

tt
   (12) 

 

Preuve 
 

],,]
0

tt   compte tenu des relations (9) et (3), on a : 

).(=)(
2

tqeetp
tt

   Ceci implique que (7) est équivalente à :  
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)].()()[()()(= )()()(
3

ttsintpettqedssetee
tts

t
tt

   

 

 

La conclusion est immédiate, en posant dans cette dernière Equation, 
0

F  

comme le premier membre et 
1

F  comme le deuxième. 
 

Proposition II 

 

Il existe R
1

t , tel que : ];]
1

tt   , l’équation 0=))((
0

tF  , admet une 

famille de solutions de la forme :  
 

.,
)(

=)(
*

2
R



















H
e

e

e
Ht

t

t

t








  

 

Preuve 
 

On pose dssety
s

t

 )(=)(  

 , dans l’Equation 0=))((
0

tF  , ],]
0

tt  , 

on obtient l’équation différentielle suivante :  
 

  )(=)( tytye
t

   (13) 
 

avec, 0=)(lim=)(lim tyty
tt




 

 

et comme la fonction : ,
t

et    est continue et tend vers ,   en 

,  il existe ,
0

R  tel que: 0.>],,]
0

t
et    

 

Soit );(=
001

tinft , on a par suite ],,]
1

tt   l’équation (12) s’écrit: 
 

)(=)( ty
e

ty
t






  avec : 0=)(lim=)(lim tyty

tt




 

 

Cette dernière à pour solution:  R


















H
e

e
Hty

t

t

,=)(






 

 

Il est clair que : 0=)(lim ty
t 

, et par dérivation compte tenu de la définition de 

y(.), on en tire la conclusion.  
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Proposition III 

 

Soit 
0

  une solution de: 0=))((
0

tF   ; s’il existe R
3

t  et ],]
0

tCf
b

  

tels que f
0

 , est solution de (10) et que 0=
)(

)(
lim

0
t

tf

t 

 (14) 

 

alors , f est un point fixe de l’application   ; ou :],]
3

tt   
 

, 
)()(

))((
)(

))((
=))((

0

2

01

0

01
ds

se

esfF
t

e

etfF
tf

s

s
t

t

t


























 

(15) 

 

Preuve 
 

La démonstration de ce résultat est basée sur la méthode de variation des 

constantes. En effet : du fait que 0=))((
0

tF  , la recherche des solutions de 

(10) sous la forme : f
0

 , permet d’écrire celle-ci comme suite :  
 

))((= )()()(
01

tfFdsxfetfee
s

t
tt

  

  

 

On pose dssfety
s

t

 )(=)(  

 dans cette dernière équation, on obtient alors 

l’équation différentielle suivante :  
 

])()([=)()()(
01

tt
etytFtytye


   
 

avec, 0=)(lim=)(lim tyty
tt




 

 

Ces conditions sont immédiates d’après (14) et la définition de y(t). 

L’Equation sans second membre est : 0=)()()( tytye
t

   
 

elle a pour solutions : .&=;=)( R

















K

e

e
Kty

t

t










 

 

On dérive y(.) et on remplace y’( t ) et y( t ) par leurs expressions dans 

l’équation complète, et on en tire k’(t) :  

 




























t

t

t

t

e

e

e

etytF
tk

))()((
=)(

01  
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et par intégration  ds
e

e

e

esysF
tk

s

s

s

s
t

 
))()((

=)(
01











 
















   

 
























































ds

e

e

e

esysF

e

e
ty

s

s

s

s
t

t

t

 
))()((

=)(
01









 

 

Donc par dérivation et compte tenu de la définition de y(t) plus le fait que 
0

  

est donnée ainsi :  
 



























t

t

t
e

e

e
Ht

200

)(
=)(  

 

alors, 






















ds

se

esfF
H

H

t
tf

s

s
t

 
)()(

))(()(
=)(

0

2

01

0

0

0







 (16) 

 

t

t

e

etfF











))((

01  

 

d’autre par compte tenu de la définition de 
1

F , on a alors :  
 













 






















)(

))(())((
)(

)(

)(
1=

)(

))((

0

00

0

2

0

01

t

tftfsin
tp

t

tf
e

t

etfF t

t








 

 

Compte tenu de l’égalité (14) on a: 0=
)(

))((
lim

0

01

t

etfF
t

tt 







  et par suite, le  

 

passage à la limite dans (16) nous donne: 
00

=
)(

)(
lim

Ht

tf

tt





, d'où compte tenu 

de la relation (3): 0=  et par suite (16) implique (15). Remarquons que 

]),]( TC
b

  (ensemble des fonctions continues et bornées sur ],] T , 

muni de la norme |)(|sup=
],]

tgg
Tt 

 est un espace de Banach. 

 

Définition  
 

Soient RT  et 0>M ( 
0

  étant une solution de 0=))((
0

tF   ) on pose : 

 ];]);(:],]=),(
0

TttMgTCgTMB
b

   
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Proposition IV 
 

On peut trouver R
1

 , 0>
1

M  tel que :  
 

)),((),(
1111

 MBMB  , avec :   est donnée par (15). 

 

Preuve 
 

Soient RTM 0,>  convenablement choisis pour que )(
0

t  reste voisin de 

zéro sur ],] T  ; et soit ),( TMBf  ; de la définition de 
1

F  (voir(12)) on 

tire: 

 

33

0210

3

3

0210

3

00

0

3

001

)(1|)()(|)(1|)(|

|)()(|)(1|)(|

|))(())(()(
)(

)(
1)(|=|))((|

MteAAMte

tfeAAMte

tftfsinetp
t

tf
ettfF

tt

tt

tt






























  

d'où en tenant compte de la relation (15) : 
 

33

0430

2
)(1)(1|))((| MAMAetf

t
   

 

et par suite on a: 3

043

2

0

)(1)(1
|)(|

)(
MMAMAe

t

f
t

 



 

 

Le fait que la fonction: t
et

2
  et 

t
t

0
 = |)(|sup

0

],]

s
ts




 sont continues et 

convergent vers zéro, quand t tend vers  , permet de trouver (M’,T’) tel 

que: ),()( TMBf   On pose ),(=1 TTinf   et ),(=
1

MMsupM   pour 

conclure.  
 

Proposition V 

On peut trouver 0>;
22

MR  tels que   soit contractante sur ).,(
22

MB  

 

Preuve 
 

Soit );(
11

M  un couple vérifiant la proposition V. Soient 
1

f  et 
2

f  deux 

éléments de );(
11

MB  et ];]
1

t . La définition de 
1

F  permet d’écrire:  

 

=|))(())((|
2111

tfFtfF    

  |))(())(())(()())(()(|
21201021

3
tfftfsintfsinetptffetq

tt
   
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On a )(
0

t  est voisin de zéro sur ],,]
1

  et compte tenu de la relation (14), 

alors :  
 

=|))(())(())((|
212010

tfftfsintfsin    

|))](()()()[(|.||
2010

3

20

3

100
tfSfSffa    

 

ou S est analytique d’ordre 5, Ce qui fait que :  
 

4

1

4

02112010
)(1|)(|.|))((||)())((| MttffafStfS    

 

puis  

 |))(())(())((|
212010

tfftfsintfsin   
4

21

4

01121

2

00
1)(1|))()((|)(|))()((|  MtfftaMhtffta   

 

ou h est un polynôme en 
1

M  indépendant de t. On a donc :  
 

 |))(())((|
201101

tfFtfF   

 ttt
ecMheceMctff

3

01

2

01

4

1

4

0221
)(||)(1||)(|)(|    

 

d'où compte tenu de (15) :  
 




|))(())((|sup
21

],]

sfsf
ts

  

  ))((|sup)(
21

],]

2

31

2

045

4

0
sffeceMhcc

ts

tt




  

 

et comme les fonctions t
et

2
 , 

t
t

0
  et 

4

0 t
t   sont continues et 

convergent vers zéro en  , alors, il existe 
1

M   et 
1

   tels que  
 

],]1,<)()(1
13

2

1

2

045

4

1

4

0
  tceMhccM

t  

 

On pose ),(=
112

MMsupM   et ),(=
112 

 inf  et conclure. 

 

 

IV - CONCLUSION 
 

Le comportement viscoélastique d'un nombre important de matériaux peut se 

déclencher par une variation de température. Les matériaux viscoélastiques 

sont de plus en plus présent dans la composition de plusieurs autres éléments 

interviennent dans de nombreux domaines tels que le génie civil [8 - 10] le 

médical [11], l'aéronautique, (etc.) A chaque problème viscoélastique linéaire 
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à mémoire longue s'associé un problème élastique instantanée et un autre 

d'élasticité retardée. Durant ce travail on a essayé de mettre en lumière le rôle 

d'élasticité retardée en choisissant moins l'infini comme origine du temps et on 

a examiné l'existante de solutions non identiquement nulles. [4] a montré que 

l'Equation de bifurcation linéarisée n'a pas d’autre solution continue que la 

solution triviale indépendamment de la valeur donnée du chargement P 

appliqué brusquement à un instant T qu'on ramène à zéro par un changement 

de variable. Ce résultat est basée sur le fait que le système ne peut abandonner 

sa position initiale qu'à l’instant t fini. On supposant que le système a pu 

abandonner sa position naturel de puis moins l'infini, sous l'effet d'un 

chargement qui est supérieur à la charge critique instantanée )(1=  
T

 

sans atteindre la charge critique instantanée, on a monté l'existence d'une 

famille de solutions continues ayant zéro comme limite en moins l'infini. Pour 

le problème non linéaire, Equation (4), sous l'hypothèse que le système reste 

dans sa position naturel jusqu'à un instant T fini, [3] ont montré qu'il n'y a pas 

de bifurcation tant que le chargement n'a pas atteint la première charge critique 

instantanée  . Dans le théorème 3, on a montré, on supposons que le système 

peut abandonner sa position initiale qu'il n'y a pas de bifurcation tant que le 

chargement reste inférieur à la première charge critique retardé )1(  
T

, et que pour, au moins, pour un chargement de type  
 

 <)(=)(
2

tqeetp
tt

T
   

 

 0>0 (.)   ],]  etborneeqavecTt  , il y a bifurcation 

même si le chargement n'a pas atteint pas la première charge critique 

instantanée. Nous espérons que les travaux à venir s'intéresseront aux autres 

types de chargements, à l'existence éventuelle de bifurcation même si le 

chargement devient inférieur à la première charge critique retardée après 

l'avoir dépassé. 
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